CALCOLO DI VOLUM
VOLUM DI ROTAZIONE

Si considizi  la  faunzions  y=f(x), continwa mall’
mtuvallo[cx,b]x non negativa, & L' area comprrea tra L
aser dalla "2 fa funzaons (chx Andichgzamo da gussto
momgnto An poi con Al tremany di traprzoida). Sk
faccaamo ruotars Al trapazoidr attomno all aser Y dh
un gito complato (0seia di 3607, ottrniamo gqusllo chy
a4 dafinascy un solido di rotaziona (fig1),

y y y/
y=fd C y=fx__¢

—iia,

Figura 1 Svaluppo di un solido di rotazions

AL variary dilla ‘X tra 4 punts A 2 B <4 nota coms
tutty La onzions dal so0lido siano dai carcha, Proviamo
a calcolaty 4L volums di tals solido atalizzando La
stassa tacnica pureantata guando +4 £ puesntata fa
defindziony di antrgrals dafinato,

Dividiamo L intrzvallo [ b]n W patti wguali h ogni
intrzvallo coneadatiamo AL minimo m, & AL masaamo M;
dr ) & dasagnaamo 4 wattangods avantr coms altrzza
tals valowmr di manamo & mazeimo, Nella zotazions

complata intomo all' aeer dalla “x’ ogni wattangolo
drsctava an calindzo carcolazs zatto (Faguza 2),



a. Ogni cilindro per difetto ha per base b. Ogni cilindro per eccesso ha per base
un cerchio di raggio m, e per altezza h. un cerchio di raggio M, e per altezza h.

Figura 2. Svaluppo prr accrsso & par difatto

.ihn

La somma dei voluma dagla n calindzs con basg 4 cazcha
di raggA my approssima prr difatto AL volums ded sofado
dr wotaziony anazaals, mantre Lo somma ded voluma
degds "n' calindea con baer 4 cawchi di waggh Mi Lo
QPPTO9IAMQA PRT LCCR330,

Poicht fa formaula del volums daf cilindro cizcolazs

non n v

di raggio v & altrzza h &

Vcil=7'['7'2'h (1)

L volums v dad calandrd approseamants AL sofido pav

difatto & AL volums Vi daa calindrd approssimanti pae

20Ce430 s0no tAopaitavamants:
tp=m-m®-h+m-my?-h+-+m-m®-h (2)
V,=n-M* h+m-My? h+-+m-M,° h (3

Ora <x, reattamants coms abbiamo fatto prr dafinize 44
agnaficato  gromatzaco  di antagrals  dafanato,
consirdrzaamo L intrrvallo h tandantr a zrvo A4 valows



di minamo & di massAmo finascono par coancadrta tra
loro ad sesnze pavd ol valowr didla funziong, & di
consnguinza tisultano uguals A valota dad volumi vy
g Ve Si tratta guindi di sommazs infinata calandd di
altazza piccolisaama (nfanataeima); tals oparazions
corrasponds, coms noto, allo <volgamanto di  aun
imtagraly

b

V=limy, =lim,=nr" f (f(x)%dx (&)
n n a

Dungus s+ concludy chr data wna funzions 103, prv

calcolarr Al volums ganrtato dalla sua rotazions

n -

. n . . )
intowno all’ assr dadls "x' & nacresario wieolvarr A

antrgrals indicato ol panto (L)),

Coms geampio consideziamo Lo faunzionn 0=
puandiamo a=0 . b=1 La ertwazionr & gqualla
wapprraantata nadla figura 3 11 volums ottanato x
aumils o qusdlo di un cono con fa suparficar Latrrals
ucutva (la forma 2 qualla di wn cappallo owisntals
o di ana vacchia trombatta acastica)

lrf

Figura 3 Volums wotazions funzions f0O0=x? intowmo all asen x



Svolgiamo 4l calcolo did  volums rappraesntato
mediants Lo formaula (4
5

1 1 X ) |
V=7t'f(x2)2dx=1r-f x‘*dxzn-[—] =T['<——0)
0 0 5 0-1 5

T

5
Rotazions intowmo all asep v

Si considazi ota ana fanziony £ 2 L' awa CompLsa
tra 290 & L assn dalls otdinata Si Antanda calcolars
AL vollums chy s4 ottans dalla rotazions di tals azra
intono al madreamo a-seg.

L problama x identico al caso pracadanta con 1’ unica
diffaranza chx non abbiamo a disposrzions La Lrgga cha
ci fowiecy L' andamsanto dafla cuwva al vaviars daid
valorr di vy Par ottanawa tals frgge £ nacaesazio
anvartite La funziony y=f00), scrivandola coms x=f7(y),

Una volta saffattuata tals oprrazions 4l calcolo o4
ovolgrra nal modo gia epirgato nal caso pracadanty,
facando attanzions chy otavolta L intagrals wiswlta
goonty neffa vawiabide 'y & che gld petumd di
intagrazions, dovandosi trovars su gunst’ wltimo assy,
oM POsd0NO Lodftk a & b, ma drvono sertr 4 valow
assunts dalla funziony oguando al posto di ek
Ansgtiscono tald dus valotd, ovvaro f(a) ad f(b).

La situaziony gansvica & gualla vapprresntata nalla
succrsoava fAguta b



f(a)

Figuta b Volums rotazions intomno all aeen vy

L' seprassions matamatica prr AL calcolo dil volums
di totaziong An garstions whondta poeepty
f(b)

V=mn- (f1(»))%dy (5)
f(a)

A titolo sexmplificativo, prr fa otreea funzionn y=x2
calcoliamo il volums ottinuto facsndo rwotaza la
parts di piano compraea tra Lo funzions & L asen dills
YV intomo al madreamo asen La situaziong, da an punto
di vista grafico, £ qualla rapprrerntata in figura 5

Figura 5 Vollums rotazions funzions f(x)=x? intomo all asen vy



Pet affattaaze 4L calcolo £ nacrssazio Adantificaza La
funziony Anvewea di f6O0=x%2 Tals funzionr »4 ottisana
icavando La ‘x

y:xz—)xz\/s;zf_l(x)

G getrami di antargrazions satanno:
fla) = f(0) =0, Flh) = f(1) = 1

L calcolo individwati gli salamanti, +i basa sall
wtilizzo dalla wlaziony (5) ad % pruttosto samplacy:

f(b) 1 1
V=7r-f (f‘l(y))zdy=n'-f (\/?)Zdy=n'Jy'dy
f(a) 0 0

B y? 3 (1 0)_n
= 20_1"’" 2 ~ g

Dungusr a gussto punto sappiamo coms oprrazs ned ca<o
in cui cA troviamo di fronta AL calcolo di un volums
ottanuto dalla wotaziony di aun arsa comprasa tra la
funziony ad aun assp Aintorno ol madeeimo asex. Ci

chirdiamo +x & posasbaly wicavare una wrlazions
analoga nal caso in cui L aza da far taotazn vainga
descritta da uno daa dux asei, ma Lo rotazions avvanga
imtorio all altio aser,

Sy ne »stiamo Pazlando la 1Asposta L ovviamanty
affizmativa,



Matodo daa gusca calindrich:

La situazions da analizzatg & guslla discuatta nafla
figura 6, ovvero un' arga individeata tra fa funzions
g 4 asen dilds’x da far rauotars intorno all asen dadls

v Gn gansrals 4l wuollo dia dus aeer potrabba soegrs
anchy scambiato),

A A

y y

o] 3 b X B c T

Figuza 6 Volums zotazions intomno ad assn divareo dafla bass

L' ddea £ di procadrte An  manigra  assolutamants
analoga a coms gia fatto nad caso pracadants, s divads
L intezvallofa; bl in ‘n patts aguald h ogna antrzvallo
consadrzaamo Al manamo m, & AL maseimo M di () 1
dieggniamo 4 wttangola avantr coms altrzza tals
valorA di  mimdmo & maseamo,  Si coneidria
sucepssavamants AL singolo uattangolo 2 gli +1 fa
compirts ana rotazions di 360" gradi Antomno all asen’y”
(f19. .

Nilla zotazionr complata ntomo all assn “y" ogni
ttangolo drecrava un guscio cilindrico La somma dad
volumi di tutts 1 guecx cilunduics di altrzza m,
approssama prt difatto AL volums dad solido, mantes La



somma  dea  voluma dad guscdh di altrzza M. Lo
QPPTOBIAMA PRT LCCR30,

y“ yll
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Figum 7. Dafanazaons dad sangolo 94&40 calandzaco

L volums did singolo guscio calindrico #4 puo ottanaes
sottzaando al volums dud cilindro astrno di raggio
xuth, qusdllo dad calindzo antawno di raggio x. Entrambi
A cexlandia avianno pat altrzza AL massimo o AL minimo
dalla funzions nedl’ intazvallo o osconda oa +4 +ta
considrrando l)o.ppzoaalmauom pLt 2CCR9%0 0 prr dafatto
A tatolo germplaficativo consddrzaamo gquafla PR
difatto, ovvato guscio con altrzza my

Vgus,i =T~ [(xi + h)z - xlz] 'm; =7 [2x;h + hz] M (6a)

Evadantamants fa otresa formula vals anche nafl ca4o
dell ' wtilazzo did valowd maseimi g gaANdA deff’
appmoaalmauom PLT RCCR430:

Vousi = - [(t; + B)2 —x?]|-M; = - [2x;h + h2] - M, (6b)

g9



Mandando ora £ ampigzza dedl sintrivallo h a ZLT0, oA
0432TVAN0 dak fattwpmcui la prama £ chy non ¢ & PAAL
diffazanza tra manamo & massamo in un sntarvallo
antzamba tandono al valors dalla funzions f(x) Anoltza
AL teeming h? wiendta peegzr trascuzabila coms valots
wopatto a 2xh (lavaze an numezo molto piccolo al
guadrato Lo wandy pas piccolo) Dungus posso <CrAvate
che per h tandante a zavo

Vgusi = Vgusi =7 [2-x-h] f(x) €

L volums di wotazions do ottangzs o4 puo guinda
calcolary samplicamanty sommando gl snfinats gasck
cadandeacs  anfanatrsodma  (paccolasedmi) chy e4  o0no
ottanuts facendo tandaes h a zevo (h=dx). Tals oprrazions
cortaspondr ad ntrgrarr AL volums di un eingolo

non

QAICAO PLT A valots di 'x vaziabils tra o 2 b

b
V=21r-f % - fx)dx ©))

Conerdrzaamo 2amprr comp geampio fa nostra amata
funziong  y=x%, 2 calcofiamo sl volums ottrnato
waotando intowno all’ a«m"\/" L' awa tra taly fanzions
2 L oasen dalla x

L volums da calcofazs & wapprasantato in figura 8 pax
calcolarlo bastaza eamplicamants sostatudrs gl
potzami di Antagrazions & Lo funziony §(x) all intazno
dell'intagrals dndicato in (8)
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Figuza 8 Dafinizions volums di wotazions intomno a y

Ned caso in cui »4 volassr calcolazr 4l volums
ottanuto zuotando Aintowo ad 'x aun'arra difinita tra
ana funzions & L assn’y bisognazabba sagadze Lo +taeso
przcozso concrttuals, con A Y anica  difficolta, gid
avidanziata, di dovar anvartire Lo fanziong 00, Tals

ragionamanto conducr alla seguanty geprassiony:

f(b)
V=2n f y-f~1(y)dy W)
f(a)

Sempre  con  wAfaramanto alla  funzionn  y=x*  la
situazionn sarabbe gurlla sndicata sn figura 9 ad 4L
calcofo, avando gia puecadantaimanty Aindividuato la
funziony anvazea & 94 gotwami di Antagrazions, aviabbs
AL eggmanty svaluppo
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Figuta 9 Dafinazaons volums di rotazions sntowmo a x
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